LOCALISATION DES POINTS FIXES COMMUNS 
POUR DES DIFFEOMORPHISMES COMMUTANTS DU PLAN 
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Resume. On demontre que si G c Diff^(M2) est un sous-groupe abelien engendre par une 
famille quelconque de diffeomorphismes de qui sont C^-proches de I'identite (pour la 
C^-topologie de Whitney) et, s'il existe un point p e dont I'orbite par G est bornee, 
alors les elements de G ont un point fixe commun dans I'enveloppe convexe de Op{G) . 
Ici, Op{G) est I'adherence topologique de I'orbite de p par G. 



1. Introduction 

Recemment, Franks-Handel-Parwani ont demontre dans [3], que si G est un sous-groupe 
abelien de Diff^(]R^) engendre par un nombre fini d'elements et, s'il existe un point p G 
dont I'orbite par G est bornee, alors les elements de G possedent un point fixe commun. 

En 1989, Bonatti avait demontre I'existence des points fixes communs pour les sous- 
groupes abeliens de Diff^(S'^) engendres par des diffeomorphismes C^-proches de I'identite. 

En adaptant la strategie de Bonatti dans pQ, on donne une version du tlieoreme de 
Franks-Handel-Parwani qui nous permet de localiser le point fixe commun. Cela permet 
aussi d'avoir une version valide pour une famille quelconque de diffeomorphismes commu- 
tants qui sont C^-proches de I'identite. Precisement, on demontre le resultat suivant. 

Theoreme 1.1. // existe un voisinage V de I'identite dans Diff^(]R^) muni de la C^- 
topologie de Whitney avec la propriete suivante. 

Si G C Diff"'^(]R^) est un sous-groupe abelien engendre par une famille quelconque 
d'elements de V et s'il existe un point p G dont I'orbite par G est bornee, alors 
les elements de G possedent un point fixe commun dans I'enveloppe convexe de Op{G). 

Dans le cas oil le groupe G est finiment engendre, on pent etre un peu plus precis par 



rapport a I'ensemble de localisation du point fixe commun (voir theoreme 6.1). 
Le voisinage V cite dans le theoreme est un voisinage de type 

|/ G Diff^(M2) ; \\f{x)-x\\,\\Df{x)-Id\\<e sur M=^| 

pour e > choisi suffisamment petit. 
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L'idee de la preuve est simple. On commence par fixer un ensemble T de generateurs 
de G forme par des diffeomorphismes C^-proclies de I'identite et on considere / G J-". 
Tout d'abord, on garantit I'existence d'un point fixe q pour / dont I'orbite par les autres 
generateurs du groupe est contenue dans I'enveloppe convexe de . En repetant le 

meme processus avec le point q et un autre diffeomorphisme de J-", on trouve un point 
fixe commun pour ces deux diffeomorphismes dont I'orbite par les autres generateurs reste 
dans I'enveloppe convexe de O^iCj) . Ainsi, on montre le resultat pour un nombre fini de 
diffeomorphismes de I'ensemble T . Le point cle dans ce contexte est demontrer que la 
G-orbite du premier point fixe trouve reste contenue dans I'enveloppe convexe de Op[G) . 
Pour cela, on a besoin de trouver un point fixe pour / dont I'indice par rapport a une 
famille de courbes construite a partir de la /-orbite du point p soit non nul. 

Ensuite, on passe du cas finiment engendre general en utilisant la propriete 
d'intersection finie pour une famille de compacts. 

Le fait d'etre C^-proche de I'identite est essentielle dans le theoreme On pent 
construire des diffeomorphismes de classe C°° dans le plan, a support compact, C°-proches 
de I'identite et qui ne satisfont pas le theoreme. 



Pour cela, on considere une apphcation 0„ : [0 , oo) — )■ [0 , oo) decroissante, de classe 
et telle que 



oil n > 2 est un entier. Soit /„ le diffeomorphisme de dont la restriction au cercle 
S'r : + = est la rotation d'angle ^^JyT^ pour tout r > 0. Chaque point dans le 
disque Di : a;^ + < 1 est un point periodique de periode n pour /„ sauf I'origine qui 
est I'unique point fixe sur D\ . Pour chaque point p G -Di , I'origine est dans I'enveloppe 
convexe de I'orbite de p par /„. 

On va modifier /„ par conjugaison afin de detruire cette propriete. Pour cela, on 
considere deux points p, g G qui sont a une meme distance, positive et plus petite 
que 1, de I'origine. On suppose aussi que le point q n'appartient pas a I'orbite de p par 
fn- Maintenant, on considere un diffeomorphisme -i/; de a support dans un tres petit 
voisinage U <Z Di du segment de droite {tq G ; t G [0 , 1]} et tel que ^/^(O) = q . Ainsi, 
le point q est I'unique point fixe de ip o f oip~^ sur Di et, si on a choisi U suffisamment 
petit, alors I'orbite de p par / et par ip o f o ip^'^ coincident. D 'autre part, q n'est pas 
dans I'enveloppe convexe de I'orbite de p par ip o f o Bien sur, cette construction 
pent etre reahsee aussi proche qu'on veut de I'identite, dans la C°-topologie. II suffit de 
prendre n grand et p, q proches de I'origine. 



Soient ai,...,a„ G des points non necessairement distincts et tels que ^ Oj+i 
pour tout i G Z/nZ. On note T{ai, . . . ,an) la courbe fermee et orientee obtenue en 
mettant bout a bout les segments 




27i/n quand x G [0 , 1] 
quand x G [2 , oo) 



2. Notations 



[ai, 02], [02, 0-3], ... , [ttn-l, O-n], [On, (^l] 
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ou [oj , Oj+i] est le segment de droite oriente joignant Oj a Oj+i . Ces segments seront 
appeles segments qui composent la courbe T{ ) et chaque Oj sera appele sommet 

de la courbe. On dira aussi que [aj+i , 0^+2] est le successeur de [a^ , Oj+i] dans la courbe, 
pour tout i G Z/nZ. 

On va supposer aussi que si deux segments orientes qui composent la courbe r(ai, . . . , a„) 
s'intersectent, alors ils le font selon un angle inferieur a 7r/2. En particulier, s'ils s'inter- 
sectent selon un segment de droite, alors les orientations coincident dans I'intersection. 
Suivant ces conventions, si 

ai = (-l,0) = a4 ; 02 = (1,0) = 05 ; 03 = (0 , 2) = ae 

done la courbe r(ai, 02, 03, 04, 05, ag) est la courbe r(ai,a2,a3) decrite deux fois dans le 
sens anti-horaire. On rappelle que r(ai, 02, 03, 04, 05, ag) possede des auto-intersections qui 
persistent par de petites perturbations de la courbe. 

Etant donne un diffeomorphisme / G Diff (M^) et un point p G — Fix(/) , on 
note la courbe orientee obtenue en mettant bout a bout les segments de la famille 
{[/"(p) ) /"^^(p)]}„ez note Tj^^^ la courbe fermee, orientee obtenue en mettant bout 

a bout les segments 

[f{p) , fip)], . . . , [r-\p) , rip)], [r (p), /(p)] 

oil m > 2 . 

Si 7 est une courbe parametree, fermee et continue dans et g G est un point hors 
de la courbe, on notera Indq(7) I'indice de q par rapport a 7. La propriete Indq(7) 7^ 
caracterise le fait que le point q appartient a I'enveloppe convexe de I'ensemble des points 
decrits par 7. 

Nous allons aussi adopter les notations et nomenclatures suivantes : 

-Opif) := {/^•(p)GM^ jeZ}; 
est I'orbite de p par / ou, simplement, la /-orbite de p : 

-Op{G) := {g{p)eR'; geG}; 
est I'orbite de p par G ou, la G-orbite de p quand G C Diff^(M^) est un sous- 
groupe. Dans ce cas on utilisera aussi la notation Op{gi, . . . , gm) pour indiquer la 
{gi, . . . , 5fm)-orbite de p quand {gi, . . . , gm} est un ensemble de generateurs de G ; 

- si A C M^, on note Conv(A) (resp. A) I'enveloppe convexe (resp. I'adherence) de 
A; 

- on note Fix(/) , Fix(/i, . . . , f^) et Fix(J^, Q) les ensembles des points fixes com- 
muns de / , de /i, . . . , et de respectivement, oil J-", ^ C Diff^(]R^). 

Dans on utilise la norme usuelle qui sera notee ||-|| . L'ensemble Diff^(M^) est I'espace 
des diffeomorphismes de de classe G^ munie de la C^-topologie de Whitney. On notera 
B{q ; 6) la boule fermee de centre g G et de rayon 6 > pour la norme ||-|| . 



3. Un lemme topologique 



Dans cette section, nous enongons un lemme topologique qui aura un role important pour 
la preuve du theoreme 1.1 La preuve du lemme sera presentee dans la derniere section de 
cet article. 
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Dans la suite, on suppose que ai,...,a„ G sont des points non nccessairement 
distincts mais tels que 7^ Oj+i quand i G TLjnL o\x n>2. On admet aussi que Tangle 
entre deux segments [oj, Oj+i] et [uj, Oj+i] qui s'intersectent est inferieur a 7r/2 pour tout 
i ,j & Z/nZ . 

Lemme 3.1. La courbe F — r{ai, . . . ,an) se decompose en un nombre fini de courbes 
simples fermees 71, . . . , 7^ ayant les proprietes : 

(i) le nombre de fois que chaque point du plan est reconvert par V est le mime que 
par 7i U ■■■ U 7„ ; 

(ii) 7j = r{bj^i, . . . ,bj^nj) oil chaque segm,ent qui compose j.j est contenu dans un 
des segments qui compose T, ayant la meme orientation que celui-ci, pour chaque 
j & {1, . . . , m} {dans ce sens on dira que 7^ C F) ; 
(Hi) si les interieurs des disques bordes par 7j et 7^ respectivement, s 'intersectent, alors 
I'un d' entre eux est contenu dans V autre; 

{iv) Indq(r) = ^ lndq{^j) pour tout g G - T ; 

l<j<m 

{v) il existe k, E {1, . . . ,m} tel que Indg(r) est bien defini et non nul pour tout point 
q dans I'interieur du disque borde par 7^ . 

Comme coroUaire immediat nous avons le resultat suivant. 

Corollaire 3.2. Etant donne T = T( ) , il existe une courbe simple fermee 7 C F 

telle que Indg(r) est bien defini et non nul pour tout point q dans I'interieur du disque 
borde par 7. 

Afin de preparer la preuve du lemme topologique nous presentons ici un methode de 
modification d'une courbe r(ai, . . . , a„). 

Nous allons decomposer la courbe F = r(ai, . . . , a„) en decoupant de fagon convenable 
les segments qui composent la courbe, en des segments plus petits. Nous autorisons aussi 
a modifier I'ordre selon laquelle ces segments sont decrits. Par contre, au cours des modifi- 
cations, le support de la courbe, la multiplicite de ses points et I'orientation des segments 
qui composent la courbe seront preserves. Les modifications seront faites pour detruire les 
auto-intersections persistantes par de petites perturbations de la courbe F. En plus, dans 
chaque pas du processus de modification de la courbe, nous serons toujours a produire des 
courbes du type r(fei, . . . ,bs) contenues dans F . 

Regardons le cas particulier 011 F possede seulement un nombre fini de points multiples. 
Dans ce cas, en augmentant de fagon convenable le nombre de sommets de la courbe, 
on pent admettre sans perte de generalite que si deux segments qui composent la courbe 
s'intersectent, alors ils le font selon une extremite commune. Dans ce cas, chaque point de 
la courbe F est reconvert une seule fois, sauf les sommets qui peuvent I'etre plusieurs fois. 

Prenons alors un point b de la courbe F oii on a des intersections. Ces intersections 
peuvent etre persistantes ou pas par de petites perturbations. Rappelons que par hypothese, 
si deux segments qui composent la courbe s'intersectent, alors Tangle entre eux est plus 
petit que 7r/2. Ainsi, on pent fixer une ligne L passant par b convenablement orientee, 
de telle fagon que tons les segments qui composent la courbe et qui pointent vers b 
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sont du cote droit de L et les segments qui sortent de b 



[b,Ui],...,[b,Uk] 

sont a gauche de L comme montre dans la figure a suivre. Evidemment, ces deux classes 
de segments ont le meme nombre d'elements et chaque segment [^j, b] a comme successeur, 
dans la courbe F, un segment [b, uj] . Maintenant, il est facile de detruire, simultanement, 
tons les intersections persistantes, qui arrivent au point b : il suffit de modifier la courbe 
en mettant [b , Ui] comme successeur de [^j , b] . Bien siir, on suppose que est a droite 
de Uj+i et que est a droite de ^j+i . Apres cette modification, tons les intersections au 
point b peuvent etre detruites par de petites perturbations de la courbe. 




La condition [iii) sera essentielle pour demontrer {v) comme les figures a suivre le 
montrent. Dans la figure a gauche, on a la courbe T{ai, . . . , Oio). Apres faire une premiere 
modification, on obtient les courbes r(a6, &i, ctio, Oi, • • • , ^s) et r(a9, 61, ay, ag) qui sont 
montrees dans la figure au milieu. Les deux courbes obtenues sont des courbes simples 
fermees, mais elles ne satisfont pas la condition {iii). En fait, dans I'intersection des 
interieurs des disques bordes par ces courbes, chaque point a un indice nul par rapport a 
la courbe r(ai, . . . , aio) • 

Mais, il reste encore deux intersections persistantes par de petites perturbations : 

[as , a^l n [as , ag] et [a^ , as] fl [ag , 61] . 

En modifiant les courbes dans ces intersections pour eliminer les intersections persistantes, 
on obtient les courbes suivantes : 

r(a6,&i,aio,ai,a2,a3,62,a9,&3,a5) et r(6i, ay, ag, 62, ^4, ^3) 

qui sont montrees dans la figure a droite. Ces courbes satisfont les conditions du lemme. 
Les points dans les interieurs des disques bordes par ces deux courbes ont des indices non 
nuls par rapport a la courbe initiale r(ai, . . . , aio) ■ 
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La decomposition, dans le cas de la courbe r(ai, 02, 03, 04, as, oe) definie dans la section 
[2]et ou 

ai = (-l,0) = a4 ; a2 = (l,0) = a5 e 03 = (0 , 2) = , 
est donnee par les courbes 

/3i = 1(01,02,03) et /32 = r(o4, 05,05) . 



4. Proprietes des diffeomorphismes C^-proches de l'identite 

Dans cette section, nous enongons quelques-uns des resultats de Bonatti (voir [1]), ici 
enonces pour les diffeomorphismes de qui sont C^-proches de l'identite dans la C^- 
topologie de Whitney. 

Dans la suite, ^^(M^) est I'espace des applications / : — )■ de classe muni de 
la C^-topologie de Whitney. Pour chaque e > , on notera lA^ C ^K^^^) 1^ voisinage de 
l'identite donne par 

:= {/ G <1\{R^) ; max {||/(x) - x|| , ||D/(x) - Id\\} < e , Vx G M^j 

ou \\Df{x) - Id\\ = sup { \\Df{x) -v-vW; \\v\\ = l} . 

Si e > est choisi suffisamment petit, s'inclut dans Diff^(]R^) . Dans la suite, on 
supposera toujours cette condition verifiee. 

Dans Varticle cite ci-dessus, Bonatti montre qu'il existe ei > avec les proprietes 
suivantes : 

(-B.1) Si f & p G — Fix(/) , alors f est sans point fixe sur la houle fermee de 

centre p et de rayon 4 \\f{p) — p\\ ; 

{B.2) Si f E U^^ p G — Fix(/) alors I'angle entre deux segments orientes 

[f\p),r^\p)] et Wip),r^\p)] 
qui s'intersectent est plus petit que tc/A pour tout i , j G Z; 

(-B.3) Soient gi, . . . , Qm , f G U^^ des diffeomorphismes commutants et soit p G un 
point fixe commun pour gi,...,gm tel que f{p) 7^ p. Supposons qu'il existe une 
courbe simple fermee 7 contenue dans . Alors, il existe un point fixe commun 
a gi, . . . , gm , f dans I'interieur du disque horde par 7. 

Les resultats enonces dans (-B.1) , {B.2) et (-B.3) correspondent, respectivement, aux 
coroUaire 2.2, lemme 2.3 et lemme 5.1, demontres dans pj. 

On rappelle que la courbe 7 (dans I'assertion B.3) existe toujours si p est un point 
cj-recurrent pour /, c'est-a-dire, dans ce cas, la courbe P^ possede au moins un point 
multiple. Cela a deja ete remarque par Bonatti. 

Le prochain lemme n'est pas explicitement demontre dans [Ij, mais sa preuve est une 
repetition exacte des raisonnements qui amenent a la preuve du lemme 5.1 dans jl]. 
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Lemme 4.1. Soient gi, . . . , Qm , f G des diffeomorphismes commutants et soit p 
un point fixe commun d gi,...,gm tel que f{j>) ^ p. Supposons qu'il existe une suite 
croissante {nk)k>i dans Z"*" telle que f"'''{p) p et soit 7 une courbe simple fermee 
contenue dans Tl„ . 

Alors, si k est suffisamment grand, il existe un point fixe commun a gi, . . . , g^ , f dans 
I'interieur du disque horde par 7. 



Commentaire sur la preuve. La preuve du lemme est une adaptation simple de la 
preuve du lemme 5.1 de [1]. La difference est que dans notre lemme, la courbe simple 
fermee 7 pent avoir des segments de droite contenus dans le segment [/"^(p), f{p)] ■ Mais 
ga n'impose pas de restrictions car, comme I'a demontre Bonatti dans les proprietes de 
/ sur les segments [f"'''{p),f{p)] , utilisees dans la preuve, sont similaires aux proprietes 
de / sur le segment [p,f{p)] quand k est suffisamment grand. En fait, dans [2], Bonatti 
utilise deja les courbes L^^^ pour demontrer I'existence des points fixes communs pour 
des diffeomorphismes commutants des surfaces compactes a caracteristique d'Euler non 
nulle. □ 

En combinant les lemmes [3 . 1 1 et WA] on obtient le resultat suivant. 

Lemme 4.2. Soient gi, ■ ■ ■ , gm , f ^ des diffeomorphismes commutants et soit p G 
un point fixe commun a gi,...,gm tel que f{p) 7^ p. Supposons qu'il existe une suite 
croissante {nk)k>i dans Z"*" tel que f"'''{p) — > p- Alors, si k est suffisamment grand, il 
existe un point qk G Fix(5fi, . . . ,gm', f) tel que Indgj.(r^„^) 7^ . 



Preuve. Soient p G Fix(5fi, . . . ,gm) — Fix(/) et {nk)k>i verifiant les conditions du lemme. 
Pour chaque A; > 1 considerons la courbe r^_„j, . 

Rappelons que le segment /(p)] s'approche de \p,f{p)] si on prend k grand. 

Ainsi d'apres (-B.2), Tangle entre deux segments qui composent la courbe F^^^et qui 
s'intersectent est inferieur a vr/S si k est suffisamment grand. Alors, le coroUaire 3.2 nous 
garantit qu'il existe une courbe simple fermee 7 contenue dans F^^^ . En plus, I'indice 
Indg(F^„^) est bien defini et non nul pour tons les points dans I'interieur du disque D 
borde par 7. D'autre part, le lemme 'LI nous garantit qu'il existe un point fixe commun 
qk G Fix(5fi, dans I'interieur de D et la preuve est terminee. □ 



Le voisinage V du theoreme 1.1 ne sera pas le voisinage U^^ utilise dans les resultats 
de [1]. II sera modifie par le voisinage decrit dans le procliain lemme. 

Lemme 4.3. Etant donne 5 > et K > 1 , il existe €2 = €2(6, K) > avec la propriete 
suivante : 

\\f{x)-m\\<K\\m-f{p)\\ 

pour tout f G , \\p — q\\ < 6 et \ & [p ,q] . 



Le lemme 4.3 est une consequence immediate du lemme 4.4 Dans la suite, pour / : 



5(0, r) 
que 



C 



^ de classe C^, la propriete ||/ — /c/||i < €2 sur B{0,r) C signifie 
[\\fix)-x\\,\\Df{x)-Id\\ ■ xeBiO,r)^ <e2. 



sup 
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Lemme 4.4. Etant dome r > et K > 1 , il existe 62 = e2{r,K) > avec la propriete 



suivante: si f : 5(0, r) C 



est de classe et || / — Jrf ||i < €2 sur 5(0 , r) , 



alors pour tous p,q G B{0 ,r) et pour tout A G [p , g] on a 

\\f{x)-m\\<K\\m~f{p)\\. 



Preuve. On fera une preuve par contradiction. Supposons que le lemme n'est pas vrai. 
Dans ce cas, pour chaque n G Z"*", il existe : 

- /„ : B{0 , r) de classe tel que || /„ - /(i ||i < 1/n sur B{0 , r) ; 

- Pn,qn ^ B{0 , r) distincts et A^ G [p„ , g„] avec A„ ^ pn, Qn ] 
tels que 

||/„(A„) - fn{Pn)\\ > K Wfniqn) " /n(Pn)|| 

et par consequent, 



Pn\ 



\fn{K) - /n(Pn) > 



(4.4.1) 



pour tout n G Z+. De plus, quitte a considerer une sous-suite, on pent supposer que 
(Pn)n>i , (?n)n>i ©t (A„)n>i Convergent respectivement vers p,q et A et que 



An Pn 

lA 



et 



n Pn\\ / n>l \\\^n Pn\\ / „>! 



Qn -Pn 



convergent, simultanement, vers un meme vecteur unitaire u G M^. 

Si III? — pII et ||A — pII sont strictement positifs alors, en revenant a I'inegalite (4.4.1 ) et 
en passant a la limite pour n — )• 00 on deduit que I'on a 



It'll > K \\v\ 



(4.4.2) 



ce qui nous donne la contradiction cherchee pour ce cas. 

Supposons que HA^— Pn|| — )■ et Hg — p|| > 0. Par le theoreme des accroissements finis 
applique aux coordonnees fn,i , fn,2 de /„ , on conclut qu'il existe des points ^n,2 dans 
le segment [pn , A„] tels que 



Pn\ 



fn{K) - /n(Pri)} 



Dfn,l{Cn,l] 



Xr 



Pv 



I Xfi Pf^ 



, Dfn,2{C,n,2 



Xr 



Pv 



I Xfi Pn 



(4.4.3) 



Comme ||A„ — Pn\\ —^0 et p^i — ^ il s'en suit que ^n,i P pour tout i G {1,2}. En 
passant a la limite dans le terme de droite de I'egalite (4.4.3) on obtient le vecteur unitaire 



V. Par consequent, en revenant a I'inegalite (4.4.1) on obtient la meme inegalite (4.4.2) ce 
qui produit a nouveau, une contradiction. Le cas 011 ||q'n — Pn|| —'■0 est similaire au cas 
||A„-p„||^0. □ 
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Dans la suite de ce travail, le voisinage V de I'identite dans Diff^(]R^) sera donne par 

V = We oil < e < min{ei , 62} 

et €2 = €2(5, -ftT) est choisi en prenant 5 = 2ei et K = 3. Les voisinages W^i et U^^ 
ete introduits dans la section HI 

Remarque 5.1. Soient f,h&V deux diffeomorpliismes commutants et soit x G tel que 
f{x) 7^ X. D'apres le lemme [4^ et le choix du voisinage V on a 

II hix) - h[r{x)) II < 3 II h[r+\x)) - h{f{x)) II 

pour tout A G [r{x) et z G Z. Pourtant, comme f et h commutent il s'en suit 

que h{\) est contenu dans la boule fermee de centre et de rayon 3 ||/*+^ — 

f{h{x))\\. 

D'autre part, on sait d'apres que / est sans point fixe sur la boule fermee de centre 

P{h{x)) et de rayon 4 || f^~^^{h{x)) — p[h{x)) || . Done, on pent faire une homothopie entre 
les courbes 

[f (Mx)),f+^(Mx))] et ^[f(x),f+^(x)]) 

sans passer par les points fixes de / et sans bouger les extremites et f''~^^[h{x)) . 

De plus, si (nfc)fc>i est une suite croissante dans Z"*" telle que f"'''{x) — j- x lorsque k tend 
vers I'infini et, si on con sider e k suffisamment grand, alors on pent appliquer aux segments 
[f"'''{x) ,f{x)] le lemme [43] ce qui montre que h[[f'^'^{x) ,f{x)]) et ,f[h{x))~\ 
sont tous les deux dans la boule ouverte de centre h{x) et de rayon 4 || h{x) — f[h(x)) || 
sur laquelle / n'a pas de point fixe. Ainsi, on pent, comme precedemment, faire une 
homothopie entre les courbes [f"'''{h{x)) et sans passer par 

les points fixes de / et sans bouger les extremites et f(h{x)) . 

Nous allons faire I'usage de cette remarque dans la preuve du lemme |5.3[ 

Definition 5.2. Soit / G Diff^(M2) et soit p G tels que f{p) 7^ p. On dit qu'un point 
q G Fix(/) est un point capital pour Op{f) s'il existe une suite croissante {nk)k>i dans 
Z+ telle que : 

- f^'' {p) — 7- p lorsque k tend vers I'infini ; 

- Ind5(r^„^) est bien defini et non nul pour k suffisamment grand. 

Bien siir, si q E est un point capital pour Op{f) alors q appartient a I'enveloppe 
convexe de Op{f) . 

Lemme 5.3. Soient f,hEV deux diffeomorphismes commutants et soit q G Fix(/) 
un point capital pour Op{f) ou p E M."^ — Fix(/) . Alors h^{q) est un point capital pour 
^h'{p){f) Q.^^^ Q.^^ soit £ G Z et on a Oq{h) C Conv((9p(/, /;,)) . 

Preuve. Comme le point q est un point capital pour Op{f), il existe une suite croissante 
{'nk)k>i dans Z"*" avec les proprietes suivantes : 
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- Indq(r^„^) est bien defini et non nul pour k suffisamment grand. 

On va montrer que les points h{p) , h{q) et les courbes fermees orientees r{(p) „^ ont 
les meme proprietes qu'enonces precedemment pour p , g et T^^^^. • 
Comme f et g commutent on a h{q) G Fix(/) et on aura encore : 

h{o,{f)) = OnUf) et n{h{p)) = h{mp)) ^ h{p) . 

En outre, I'indice de h{q) par rapport a la courbe ^(r^„j.) est bien defini et est non nul. 
D'autre part, il suit de la Remarque IS.ll qu'on pent faire une homothopie entre h{T^,^J 
et ^j^i^p^nk ' 'i^^ ^-^^ sommets de F^^^^ et ne passe pas par les points fixes de /. On 
en deduit alors que Indft(q) (F^^^^ est bien defini et 

Indh(g)(F{(p)^„J =Indft(,)(/i(F^_„J) ^0 

pourvu que k soit suffisamment grand. Ainsi, on vient de montrer que h{q) est un point 
capital pour Oh(p){f) ■ Done h{q) appartient a I'enveloppe convexe de Oh{p){f) et, par 
consequent, on aura h{q) G Conv(Cp(/, . 




JHp) P{Kp)) 
En repetant ce processus successivement on conclut que : 

- pour chaque ^ G Z"*", I'indice Ind/ii(g) (F^^^^^ est bien defini et non nul lorsque 
k est suffisamment grand ; 

- h^{q) G Conv(Cp(/, K)) pour tout entier £ > 0. 

La preuve pour le cas £ < est similaire, il suffit de diminuer le voisinage V pour qu'on 
puisse appliquer les raisonnements a h~^. Ceci clot la preuve du lemme. □ 

Lemme 5.4. Soient gi, . . . , Qm , f G V des diffeomorphismes commutants et soit p G 
Fix(5fi, . . . , Qm) un point dont la f-orbite est bornee. Alors, il existe un point q G Fix((yfi, . . . ,gm', f) 
satisfaisant une des conditions : 

« qeOjT); 

[a] q G Conv(Cp(/)) et dans ce cas q est un point capital pour Op{f) ou p E Op{f) — 
Fix(/). 



Preuve. Admettons qu'il n'y ait pas de points fixes de / dans Op{f) . Ainsi, Op{f) C 
Fix(5fi, . . . , Qm) contient un compact minimal A sans point fixe pour /. Dans ce cas, etant 
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A . Done, il existe une suite eroissante 
D'apres le lemme 



P,nk 



4.2 



donne p G A C Op{f) , on a ; i > 0} 

(^^fc)fc>i dans Z"*" telle que f^'^iji) p ■ 

Maintenant, passons aux courbes fermees et orientees r| 
existe qk G Fix{gi, . . . ,gm', f) tel que Indqj,(r|„^) est bien defini et non nul pourvu que 
k soit suffisamment grand. Et dans ces conditions qk appartient a Conv((9p(/)) . 

Comme la /-orbite de p est bornee et p G Op{f) , on en deduit que la /-orbite de p 
est bornee et done, Conv(Cp(/)) est aussi borne. Dans ce cas, quitte a extraire une sous 
suite de {qk)k>i , on pent admettre sans perte de generalite, que qk ^ q avec q dans 
Fix(^i,..., ^^;/) . 

Comme Cp(/) n Fix(/) = , il existe une boule B{q ; S) telle que B{q ; 5) n Op{f) = . 

Supposons qu'on puisse trouver des segments [p',f{p')] arbitrairement proches de q avec 
p' G Op{f) . Dans ce cas, la compacite de Op{f) montre qu'il existe q' G Op{f) — Fix(/) 
tel que q G [q',f{q')] ceci donne une contradiction car, par , il n'existe pas de 

points fixes de / dans le segment [q',f{q')]- De plus, en prenant k suffisamment grand, 
on deduit que les segments [/"''(p), f{p)] ne peuvent pas passer arbitrairement proches de 
q car f"'''{p) — )■ p et [p, f{p)] ne contient pas le point q. 



f"Hp) 




Alors, quitte a passer a une valeur plus petite de 6 , on pent supposer que la boule 
B{q;6) isole le point q de toutes les courbes r|^„^ si k est assez grand. Et dans cette 
condition, I'indice de q par rapport a la courbe r|„^ est bien defini et on obtient : 

- g G Fix(5(i, ...,gm;f) ; 

-Ind,(r^^.„J = Ind,,(r^,„J^O, 



ce qui demontre I'existence d'un point capital q G Fix{gi, . . . ,gm] f) associe a Op{f) on 
P^Ojf). 

Pour conclure la preuve, il suffit de se rappeler que, en prenant grand et p' G Op{f) 
proche de p, I'indice Indg(r^,^^) est bien defini et il coincide avec Indq(r|^^^) . Alors, 
q G Conv(Cp(/)) et le lemme est conclut. □ 



6. Preuve du theoreme 1.1 



Pour demontrer le theoreme |1.1[ on commence par le cas oil il y a un nombre fini de 
generateurs. 
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Theoreme 6.1. Soient gi, . . . , Qm , fi, ■ ■ ■ , fn ^ V des diffeomorphismes commutants et 
supposons qu'il existe un point p G Fix{gi, . . . , gm) dont la (/i, . . . , fn)-orbite est bornee. 
Alors, il existe un point fixe q commun d gi, . . . , gm , fi, ■ ■ ■ , fn satisfaisant une des conditions : 



(m) q G Conv^(9p(/i, . . . , /„) j et dans ce cas q est un point capital pour Op{fj) ou 
jG{l,...,n} et Op(/,)cConv(Op(/i,...,/„ 



Preuve. On fera une preuve par recurrence sur n. Le lemme 5^ donne le resultat dans le 
cas n = 1 et m G Z"*". Admettons alors que le resultat est vrai pour n > 1 quelconque et 
demontrons le dans le cas n + 1. 

Pour cela, soient gi, . . . , g^, , fi, ■ ■ ■ , fn , fn+i ^ V des diffeomorphismes commutants et 
soit p G Fix{gi, ...,gm) dont la (/i, ...,/„ , /„+i)-orbite est bornee. 

Le lemme [K4| applique au point p et aux diffeomorphismes gi, . . . , g^ , fi donne un point 
fixe p' commun aux diffeomorphismes gi, . . . , gm , fi et satisfaisant I'une des conditions : 



Cas I: p' G Opifi) ; 

Cas 11: p' G Conv(Cp(/i)) et dans ce cas p' est point capital pour Op{fi) ou p & ^pifi) ■ 

Etudions le Cas I. Par hypothese, la (/2, . . . , fn , /n+i)-orbite de p' est contenue dans 
Op{fi, . . . , fn , fn+i) et done, est bornee. L'hypothese d'induction appliquee au point p' G 
Fix(5fi, . ■ . ,gm] fl) et aux diffeomorphismes 

9li ■ ■ ■ 1 9m 1 fl e /2, • • • , /n , fn+l 

nous garantit qu'il existe un point fixe 

q G Fix(^i, , /i ; /a, ...,/„ , fn+i) 
satisfaisant I'une des conditions : 



Cas I- A: g G Op'(/2, •..,/„, fn+i) ; 

Cas I-B: q G Conv^(9p'(/2, . . . , fn , fn+i)j et dans ce cas q est un point capital pour Op'{fj) 
ou j E {2, . . . , n , n + 1} et 

Opif,) C Conv(Op,(/2,...,/„,/„+i; 



Si on se place sur le Cas I-A , alors q G Cp'(/i, /2, • • • , /n, /n+i) car p' G Fix(/i) et, 
comme p' G Cp(/i) , on doit avoir 



Q ^ C>p{fi, /2, • • • , fn, fn+l) ■ 

Supposons maintenant que le Cas I-A n'arrive pas. Ainsi, 

q G Fix(^i, . . . , , /i ; /2, . . . , /„, fn+i) 
et est contenu dans I'enveloppe convexe de Cp'(/2, ■ ■ ■ , fn, fn+i)- Done, 

q G Conv(^ Cp(/i, /2, . . . , fn, fn+l) ) • 
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En plus, le point q est un point capital pour Op>{fj) ou j E {2, . . . , n , n + 1} et 

Opifj) C Conv(Oj,,(/2,..., /„,/„+!)) 

et done, 

Opif,) C Conv(0p(/i,/2,..., /„,/„+!)) 

car p' e Cp(/i) . 

II reste a prouver q G Conv^(9p(/i, /2, . . . , /„, /n+i) j • Rappelons-nous que 

Conv(^ C>p(/i, /2, . . . , /n, /n+l) ) = Conv(^Cp(/i, /2, . . . , /n, /n+l) ) • 

Ainsi, on peut approcher les sommets de la courbe T^^^^ pour des points qui sont dans 
Conv^(9p(/i, /2, . . . , /„, fn+i) j et construire une courbe 

7 = r(ai, .. .,ae) 

qui ne passe pas par le point q et telle que Indg(7) = Infg(r^^ ^ J ^ . Cela demontre que 

le point q est contenu dans Conv^Cp(/i, /2, . . . , /„, fn+i) j et la preuve est finie pour le 
Cas I. 

Supposons maintenant que le Cas I n'arrive pas. Alors, le point 

p' e Fix{gi,...,gm;fi) 



est un point capital pour 0p(/i) oil p G Op{fi). D'autre part, le lemme 5.3 applique 
successivement aux diffeomorphismes 

fi,h avec /i = /2, ...,/„, /„+i 

nous garantit que la (/2, ...,/„, /„+i)-orbite du point p' est contenue dans I'enveloppe 
convexe de Cp(/i, . . . , fn , fn+i) et, par consequent, est bornee puisque 



C'p(/l, . . . , fn, fn+l) C Cp(/l, . . . ,fn, fn+l] 



et p G Op{fi) . On peut alors appliquer I'hypothese d'induction au point p' G Fix{gi, . . . , gn 
et aux diffeomorphismes 

9i, ■ ■ ■ , 9m , fi et /2, ...,/„ , fn+l 
pour conclure qu'il existe un point fixe q commun aux diffeomorphismes 

9l} ■ ■ ■ , 9m , fi, /2) • • • ) /n ) fn+l 

satisfaisant I'une des conditions : 



Cas 11- A : q G Op'(/2, ...,/„,, fn+i) ; 

Cas II-B: q G Conv^Cp/(/2, . . . , fn , fn+i)j dans ce cas q est un point capital pour Op'{fj] 
ou j E {2, . . . , n , n + 1} et 

Opif,) G Conv(0p,(/2,. ..,/.,/„+!)). 
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Supposons que le Cas II-A arrive. Si le point q est dans Cp(/i, . . . , fn , fn+i) , alors la 
preuve est finie. Par centre, si g ^ Op{fi, . . . , fn , fn+i) on en deduit qu'il existe une boule 
B{q]S) telle que 

Maintenant, admettons qu'il existe des segments [q , fi{q)] passant arbitrairement proclies 
du point q avec q G Opj fi, ■ ■ ■ , fn , fn+i) ■ H suit de la compacite de Cp(/i, ■ ■ ■ , fn , fn+i) 
qu'il existe un point q' G Op(/i, . . . , fn , fn+i) tel que q G [q', fi{q')] ce qui est un absurde 
car il n'existe pas de points fixes de /i sur [q',fi{q')] ■ Ainsi, en prenant 6 plus petit, 
si necessaire, on pent admettre que B{q]S) isole q de I'ensemble forme par toutes les 
courbes ou g G ...,fn,f 



n+l) 



En plus, comme q G Cp'(/2, ...,/„, /„+i) il s'en suit qu'il existe des suites d'entiers 
{^2,e)e>i , • • • , {^n/)£>i , {U+i/)e>i tels que 



72 0---0 fn' O f^^^ ' (p) ^q, 

Dans la suite, on va utiliser la notation 



h := ft' o 



Jn ° J n+l ■ 



MP) 



flip) 



fnp) 




heiP) 



hiheiP)) 



f'iip) 



ftiP) 



fiHhiiP)) 



fHMP)) 



ffiP) 




flihiiP)) 



ni.ht{P)) 



'ftiheiP)) 
ri{hi(f>)) 



Rappelons-nous que d'apres lemme 5.3, on salt que h(^{p') est un point capital pour 



Oh.Mi) ou pGOp(/i). 

Admettons maintenant qu'on a des segments du type [hi{p)) , /i {he{p))~\ passant ar- 
bitrairement proclies de q pour k et i grands. Quitte a passer a une sous-suite de {he)£>i , 
on pent admettre que hi{p) — p' car . . . , /n , /n+i) est bornee et p G Op{fi). 

D'autre part, pour cliaque he(p) fixe, on salt que fi'°{h£{p)) — > he{p) . Ainsi, on pent 

construire une sous-suite ifi''" {hiXP)) ) ^e [ fi'' {he{p)) ) telle que {htXP)) ~^ 

V / s>l V / £>1 

p' et on a en plus les segments [/"'°° (^^(p)), /i(/i£^(p))] qui passent arbitrairement 
proches de q pour s grand. 

Dans ce cas, le segment [h^^ (p)) , fi (/i^^ (p)) s'approclie arbitrairement du segment 

et pourtant [p\ fiij)')] contient le point q ce qui est un absurde. Alors, quitte 
a diminuer 5 > on pent admettre que la boule B{q;6) isole le point q de toutes les 
courbes r{],(p) lorsque k et £ sont grands. 

Maintenant, en prenant i suffisamment grand, on deduit que le point q est un point 
capital pour C/i^(p)(/i) on p & Op{fi) . Done, le point q est contenu dans I'enveloppe 
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convexe de Cp(/i, •••,/«, /n+i) parce que G En outre, on deduit que 

Ohi(p){fi) C Op{fi, . . . , fn , fn+i) et le theoreme vient d'etre prouve lorsque le Cas 11- A 
se produit. 

Supposons maintenant que le Cas II-A n'arrive pas. Ainsi, le point q commun aux 
diffeomorphismes 

■ ■ ■ y 9m, fl}---} fni fn+1 

appartient a Conv^Cp/(/2, ...,/„, /„+i)j et est un point capital pour Opi{fj) avec j G 

{2, ...,/„ , fn+i} et Op{fj) C Conv(^Cp/(/2, ...,/„, /„+i) ) ou 

p' G Conv(Cp(/i)) n Fix(^i, . . . ; /i) . 
Comme la (/2, . . . , fn, /„+i)-orbite de p' est contenue dans 

Conv(Cp(/i,...,/„,/„+i)) 

on deduit immediatement que q G Conv^0p(/i, . . . , fn, /n+i) j • De plus, il s'en suit pour 



les memes raisons que Op'{fj) C Conv|^ (9p(/i, ...,/„, fn+i) j ce qui demontre que le point 
fixe q est un point capital pour Opi{fj) avec 

Opif,) C Conv(Op(/i,...,/„,/„+i)) 

et la preuve du theoreme est achevee. □ 



Le theoreme 1.1 est un cas particulier du resultat a suivre. 

/■ 

Theoreme 6.2. Etant dome deux families J^,Q G V des diffeomorphismes telles que le 
sous-groupe de Diff^(M^) engendre par T V} Q soil abelien et supposons qu'il existe un 
point p G Fix(^) dont la J^-orbite soit bornee. Alors, il existe un point q G Fix(J-', Q) 
dans Conv( (9p(J^) ) . 

Preuve. On commence par rappeler I'identite 

Fix{g) n Fix(J^) n Conv(^Op(J-)) = p| |Fix(^) n Fix(/) n Conv(^Cp(J^))} 



geg 



on Fix(5f) n Fix(/) n Conv^ Op{^) j est compacte. Le theoreme 

Fix(^') n Fix(J^') n Comi^Oj^) ^ 



6.1 



nous gar ant it que 



lorsque les sous-families J-"' C J-" et Q' d Q sont finies. Cela demontre que la famille des 
compacts 

[¥ix{g) n Fix(/) n Conv( O;^^) }^^^ 
a la propriete de I'intersection finie. Par consequent, 

¥m{<g) n Fix(J^) n Conv(^Op(J^)) ^ 
ce qui donne le resultat recherche. □ 
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7. Preuve du Lemme Topologique 



La preuve du lemme topologique se fait en deux etapes. 



Etape I . 



Supposons tout d'abord que T = T{ai,. . . , a^) a seulement un nombre fini de points 
d'auto-intersections. Dans ce cas, quitte a augmenter de fagon convenable le nombre de 
sommets de la courbe, on pent admettre que si deux segments qui composent la courbe 
s'intersectent, I'intersection se fait sur les extremites. Ainsi, chaque point de la courbe F 
est reconvert une seule fois, sauf les sommets qui peuvent I'etre plusieurs fois. 

On considere maintenant un point 6 de F oil on a des intersections. On a vu dans 
la section |3] comment modifier la courbe de telle fagon a detruire toutes les intersections 
persistantes par de petites perturbations qui peuvent arriver au point b. Apres avoir fait 
une premiere modification, la courbe initiale pent avoir d'autres points avec des auto- 
intersections persistantes non encore detruites. 

Comme on a preserve I'orientation initiale des segments, I'indice de chaque point q G 
— F par rapport a la courbe modifiee coincide avec celui de la courbe initiale F. 

Repetons le processus de deformation de la courbe initiale, un nombre fini de fois, jusqu'a 
eliminer tons les auto-intersections persistantes par de petites perturbations de F. On aura 
construit a la fin un nombre fini de courbes simples fermees 71,..., 7^ satisfaisant les 
conditions (i) , (ii) , (iii) et (iv). Les justifications sont les suivantes. 

Pendant le processus de deformation, par construction, les courbes restent toujours des 
courbes fermees du type F(6i, . . . ,bs), contenue dans F et chaque point du plan est re- 
convert le meme nombre de fois par F et par F modifie ; cela signifie que les conditions 
{i) et (m) sont satisfaites. 

De plus. Tangle entre deux segments quelconques de la courbe initiale qui s'intersectent 
est inferieur a 7r/2. Done, si une des courbes 71,..., 7^ possede au moins une auto- 
intersection non persistante par de petites perturbations, alors on deduit qu'il existe encore 
des intersections persistantes car la courbe est fermee et on est dans le plan. Cela contredit 
notre hypothese sur la non existence d'intersections persistantes. On illustre cette situation 
dans les deux figures suivantes. 



Si 7j et 7j s'intersectent avec i ^ j alors les interieurs des disques bordes par ces 
courbes on bien sont disjoints, on bien I'un d'entre eux est contenu dans I'autre, car il 
n'existe pas d'intersections persistantes. Cela demontre que la famille 71,..., 7^ a la 
propriete (Hi). 




K+5 
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Pour la propriete (iv), on a deja remarque qu'au cours de chaque modification realisee 
sur r, I'indice de chaque point g G F — n'a pas change. 
II reste a prouver que la propriete (v) est satisfaite. 

Pour cela, on considere une famille maximale de disques fermes dans M? 

dont les bords sont des courbes de la famille 71 , . . . , 7^ • Une telle famille de disques est 
maximale dans le sens suivant : 

- il n'existe pas de disque ferme ni proprement contenu dans -D„^, ni contenant 
proprement le disque Dn^ , dont le bord so it une courbe de la famille 71, . . . , 7^ ; 

- il n'existe pas de disque ferme proprement contenu dans -D„^.^^ et contenant pro- 
prement le disque Dn^ , dont le bord soit une courbe de la famille 71, . . . , 7^ pour 
chaque j G {1, . . . , — 1} . 

Evidemment, pour chaque famille de disques fermes et emboites 

/^si C D,^ C . . . C Ds, 

dont les bords sont des courbes de la famille 71,..., 7^, il existe toujours une famille 
maximale de disques fermes qui la contient. 

S'il existe une famille maximale qui se reduit a un seul disque, alors la propriete {v) 
est vraie. Admettons maintenant que toute famille maximale a au moins deux disques. 
Supposons, par contradiction, que 

k 

^Indg(9D„J = pour tout g G Int (7.0.1) 

i=i 

et pour toute famille maximale de disques fermes Dn^ C £ ■ ■ ■ $ . 

On salt que Indq^dDn^) ^ pour tout q G Int(D„J . Admettons, sans perte de 
generalite, que cet indice est positif et prenons 1 < fi < k le plus grand entier tel que 



lndg{dDn^,) < . Un tel entier existe a cause de I'egalite (7.0.1) et parce que Indg(9Z)„^) > 
pour tout q G Int(Z)„J . 

La courbe F est connexe, done il existe une courbe 7^, de la famille 71, . . . , 7^ contenue 
dans I'anneau -Dn^+i ~Iiit(-Dn^) , qui touche dDn^ et qui est distincte de dDn^^ et dDn^j^^ ■ 
Comme Tangle entre deux segments de la courbe initiale qui s'intersectent est inferieur a 
7r/2, les courbes dDn^ et ne s'intersectent pas pour une raison d'orientation. 

D'autre part, la maximalite de la famille de disques nous permet de deduire que la courbe 
7^ borde un disque Dy contenu dans -Dnj^+i — Iiit(i5ri^) • F)e plus, on aura aussi que dD^ 
a I'orientation anti-horaire, comme dDn^_^^ ■ 

Maintenant, on considere une famille maximale de disques fermes qui contient D^, , Dn^^-^ 
et : 

...CZ},C...CD„^^^C---CD„,. (7.0.2) 

Dans cette famille, on pent avoir des disques qui contiennent proprement D^, et qui sont 
contenus proprement dans Dn^^^ , mais les bords de ces disques sont orientes dans le sens 
anti-horaire vu que tons ces disques doivent toucher le disque _D„^ . 
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Maintenant, on repete pour la famille (7.0.2) le meme raisonnement utilise pour la 



premiere famille maximale de disques. De cette fagon, la condition (7.0.1) pour les fa- 
milies maximales de disques nous montrera, apres un nombre fini de pas, que la famille 
7i, . . . , 7m possede plus que m courbes, ce qui nous donne la contradiction finale cherchee 
et demontre que la famille 71, . . . , 7^ a la propriete (v). 

Etape II. 

Plagons-nous sur le cas general. Quitte a augmenter le nombre de sommets de la courbe, 
on pent admettre que si deux segments [aj,aj+i] et [0^,0^+1] qui composent la courbe 
initiale s 'inter sectent, alors nous avons I'une des deux possibilites : 

- soit I'intersection se reduit a un point unique et dans ce cas le point est I'extremite 
commun aux deux segments ; 

- soit I'intersection contient plus d'un point et dans ce cas les segments coincident. 

Considerons alors un segment [a , b] qui compose la courbe T = T{ai, . . . , a„) et suppo- 
sons qu'il est reconvert exactement k > 2 fois par la courbe F. Avec une petite perturba- 
tion de r , on pent separer le segment [a,b] dans 2k segments { [a , A^], [A^ , 6] }^^^^^ de 
telle fagon que les elements de la famille 



{[a,A,]U [A,,6]} 



i<e<k 



s'intersectent deux a deux seulement dans les points a , 6 et que ([a , A^] U [A^ , 6]) fl F 
{a, b} pour tout £ G {1, . . . ,k} . 




Dans cette construction, on suppose aussi que [a , A^] U [A^ , b] est toujours a gauche 
de [a , A^+i] U [A^+i ,b] on i E {1, . . . , /c — 1} . De plus, comme on a fait une perturba- 
tion petite, on pent supposer que la courbe T ne passe pas par la region limitee par les 
segments [a , A^], [A^ A^+i], [A^+i , b] . Nous montrons une telle perturbation dans les 
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deux figures ci-dessus. Les nombres a cote de chaque segment indiquent le nombre de fois 
que le segment est reconvert par la courbe T. 

On repete ce processus avec tous les segments qui sont reconverts plus d'une fois par 
la courbe initiale. On obtient une courbe T( ) dans les memos conditions qu'on 

avait dans VEtape I et alors, on considere la decomposition de cette courbe dans une famille 
de courbes simples fermees 7i, . . . ,7^/ satisfaisant les conditions du lemme. 

Finalement, on remarque que chacun des segments [a , Xi], [A^ , b] qui apparait dans la 
perturbation du segment [a , b] appartient a une unique courbe simple fermee 7 de la 
decomposition 7^,..., 7^,. Dans ce cas, on pent faire une isotopie de [a , A^] U [\e,b] 
an segment original [a , &] , a extremites a , b fixes et preservant encore la propriete que 
la courbe reste toujours simple et fermee. De cette fagon, on obtient la decomposition 
cherchee et la preuve du lemme est terminee. 
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